Université Paris-Saclay M1 FES 2023-2024

ALGEBRE - INTERROGATION |

Vous disposez de 45 minutes pour résoudre les cinq exercices suivants qui sont tous indépendants. Vous pouvez admettre le
résultat d’une question pour résoudre une question ultérieure méme sans l'avoir traitée. Vous pouvez utiliser librement tous les
résultats du cours. Ce qui a été vu uniquement en TD est a redémontrer. En cas de questions ou si vous repérez ce qui vous semble
étre une erreur d'énoncé, n'hésitez pas a me solliciter. On prendra soin de rédiger de facon propre et rigoureuse.

EXERCICE 1. Soit G un groupe et Z(G) son centre.
1. Rappeler la définition de Z(G) et montrer que Z (G) est distingué et caractéristique.
2. On suppose que G/ Z(G) est cyclique. Montrer que G est abélien.

SOLUTION.

1. On a par définition
Z(G)={geG : YheG, hg=gh}.

Montrons que Z(G) est caractéristique, ce qui implique distingué par le cours. Soient ¢ € Aut(G) et g € Z(G). On doit montrer
que ¢(g) € Z(G). Soit alors h € G, on doit montrer que hp(g) = ¢@(g)h. Puisque ¢ est un automorphisme, il est en particulier
surjectif et il existe /’ € G tel que h = @ (h’). Mais alors,

ho(g) = p(h)p(g) =@(h'g)

car ¢ est un morphisme. Comme g € Z(G), h'g = gh’ et donc

ho(g) = (gh’) = p(g)e(h') = p(g)h,

ce qu'il fallait démontrer.

2. Notons 7 : G — G/Z(G) la surjection canonique”. Par hypothése, il existe a € G tel que 7 (a) engendre G/ Z(G). Soient alors
X,y € G.On a lexistence de m et n deux entiers tels que 7(x) = 7(a)” = 7(a") et (y) = w(a)™ = w(a™). Cela implique qu'il
existe g1, 82 € Z(G) telsque x = a"g; et y = a"gp. On a alors

xy=a"gia"g,=a"gi1g2=yx
car g1 et g commutent a tout élément de G. On a donc bien que G est abélien.

EXERCICE 2. Montrer qu’un groupe d’ordre 200 n’est pas simple.

SOLUTION. Soit G un groupe d’ordre 200. On a 200 = 23 x 5. En notant ns le nombre de 5-Sylow, il vient ns | 8 (soit ns € {1,2,4,8}) et
ns =1 (mod 5). Cela exclut 2,4 et 8. On a donc ns = 1 et un unique 5-Sylow distingué. On en déduit que G n’est pas simple.

EXERCICE 3. Soient p un nombre premier et H <« G un sous-groupe distingué non trivial d'un p-groupe G. Montrer que H N Z(G) # {e}.
On pourra adapter la preuve du cours du fait que le centre d’un p-groupe est non trivial.

SoLuTION. Puisque H est distingué, on peut faire agir G sur H par conjugaison. L'équation aux classes fournit alors

G
#H:ZHZ#S’;%.

weQ weQ
#Ho=1 Hw=1

Puisque H est un sous-groupe non trivial d'un p-groupe, il vient modulo p que

Z 1=0(mod p) .
weQ
Hw=1
Or, lorbite de h € H est de cardinal 1 si, et seulement si, pour tout g € G, ghg‘1 = h soit si, et seulement si, gh = hg. Il vient

Z1={heH : he Z(G)} = HN Z(G).

Commee € HN Z(G),#H N Z(G) > 0et#H N Z(G) = 0 (mod p) si bien que #H N Z(G) > p et en particulier H N Z(G) # {e}.

EXERCICE 4. Soient p un nombre premieret G = G,,.

1. Noter que par la question précédente, on a bien un groupe car Z(G) < G.
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1. Déterminer le cardinal des p-Sylow de G. En déduire l'ordre de tout élément distinct de Id et appartenant a un p-Sylow de G.
2. Combien G posséde-t-il de p-cycles?

3. En déduire le nombre de p-Sylow de G puis que
(p—1!=-1(mod p) (théoreme de Wilson).

SOLUTION.

1. Ona#S, = p! = px (p—1). On aalors que p est premier avec (o0 — 1)! car p est premier. Il s'ensuit qu'un p-Sylow de G est de
cardinal p, donc cyclique isomorphe a Z/pZz, et dont tous les éléments non triviaux sont d’ordre p.

2. Pourun p-cycle (a1 az--- ap),ona p choix pour aj, p— 1 choix pour ay, jusqu’a 1 choix pour a, mais alors on a compté p fois le méme
cycle? si bien qu'on obtien %! = (p — 1)! p-cycles dans G.

3. On constate qu’un élément d’ordre p de G n’est rien d’autre qu’un p-cycle. Par ailleurs, comme en TD, puisque les p-Sylow de G sont
cycliques, deux p-Sylow distincts sont d'intersection triviale. Il vient que si on a n, p-Sylow, alors cela forunit n,(p — 1) éléments

d'ordre p dans G. Or, on a vu qu’on en avait (p — 1)!. Cela entraine que n, = (p — 2)!. Les théorémes de Sylow impliquent alors que
np = 1 (mod p) soit (p —2)! = 1 (mod p) et finalement?® (p — 1)! = =1 (mod p).

EXERCICE 5. Soient G un groupe, H <t G un sous-groupe distingué de G et P un p-Sylow de G avec p premier tel que p | |G]|.

1. Justifier que H P est un sous-groupe de G et que P est un p-Sylow de HP.

2. Justifier que |[H N P| = ‘le,l‘-”

On pourra penser a un theoreme d’isomorphisme.

3. En déduire que H N P est un p-Sylow de H.
On pourra écrire |H| = p™r, |P| = p" et |HP| = p"s.

4. Montrer que HP/H est un p-Sylow de G/H.

SOLUTION.

1. Comme H < G, HP est un sous-groupe de G et je vous renvoie au cours pour la preuve. On a alors si #G = p"m avec p ¥ m, #P = p".
Mais alors par Lagrange, #HP = p"/s avec n’ < nets | m. Mais par définition, P est un sous-groupe de HP donc par Lagrange a
nouveau, p” | p"'s, ce quiimpose n < n’.Onadoncn’ = net#HP = p"s et P est un sous-groupe de H P d’ordre p”, soit un p-Sylow
de HP.

2. Par un théoréme d’isomorphisme du cours,ona PH/H = P/(P N H) et il suffit de passer aux cardinaux.

3. Avec les notations de l'indication, |H N P| = p"’§ ou s | r car HP est un sous-groupe, de H. D'autre part, H N P est un sous-groupe
de P qui est un p-groupe donc par Lagrange, r = s et |H N P| = p™ si bien que H N P est un p-Sylow de H.

4. Ona#G/H = p"~" 2 ot r | m. Parailleurs, #HP/H = p"~"2 = p"~ car on a vu que r = s. On a donc le résultat.

2. Car
(a1 a2---ap) =(ap ay a2---ap1)=---=(az az---ap ar).

3. On appelle ce résultat le théoréme de Wilson. On a en fait

ppremier — (p-1)'=-1(modp).

Ce critére de primalité est particuliérement peu efficace du fait de l'explosion de la taille de (p — 1)!. Je rappelle que pour démontrer le théoréme de Wilson de fagon élémentaire,
on écrit
(p-1= I—[ x (mod p)

xEF;

et regroupant chaque x # =1 avec son inverse x~' qui vérifie x # x~', on obtient que (p — 1)1 =1 x (=1) = =1 (mod p).



