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ALGEBRE - INTERROGATION |

Vous disposez de 45 minutes pour résoudre les quatre exercices suivants qui sont tous indépendants. Vous pouvez admettre le
résultat d’une question pour résoudre une question ultérieure méme sans l'avoir traitée. Vous pouvez utiliser librement tous les
résultats du cours. Ce qui a été vu uniquement en TD est a redémontrer. En cas de questions ou si vous repérez ce qui vous semble
étre une erreur d’'énoncé, n’hésitez pas a me solliciter. On prendra soin de rédiger de facon propre et rigoureuse.

EXERCICE 1. Enoncer et démontrer le théoréme de factorisation pour un morphisme de groupes finis f : G — G’. Rappeler le lien entre
|Ker(f)| et celui de [Im(f)].

EXERCICE 2. Soient p un nombre premier et n un entier naturel tels que p > n. On considére G un groupe d’ordre pn et H un sous-groupe
de G d'ordre p.
1. Justifier que H est un p-Sylow de G.

2. Démontrer que H est un sous-groupe distingué de G.

EXERCICE 3.

1. Soient n un entier naturel plus grand que 2 et ¢ : S, — {1} un morphisme de groupes. Montrer que toutes les transpositions ont
la méme image et décrire tous les morphismes ¢ possibles.

2. Rappeler ce que vaut Z(S3) et donner une partie génératrice de S3. Montrer que
£ S3 — Aut(S3)
| ¢ — [urouoc]
est un isomorphisme de groupes.

3. Décrire toutes les actions de groupes de Z/7Z sur S3 par automorphismes.
On rappelle que si G et X sont deux groupes et que G agit sur X, on dit que G agit sur X par automorphismes si pour tout g € G,
X — g - x est un automorphisme de X.

4. Soient n un entier naturel supérieur ou égala 2 et nq, .. ., ng des entiers naturels non nuls tels que n = ny + ny +- - - + ng. En utilisant
le théoréme de Lagrange pour un sous-groupe bien choisi, montrer que

k

l_[(n,-)! | 1.
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EXERCICE 4.

1. Soient p un nombre premier, G un p-groupe et X un ensemble fini sur lequel G agit. On note
X®:={xeX:VgeG, g x=x}.

Montrer que |XG| = | X| (mod p).
2. Que pouvez-vous en déduire si | X| n'est pas divisible par p?

La suite de l'exercice est un bonus a traiter uniquement si vous avez terminé le reste! On considére p un nombre premier congru a 1 modulo
4 et on souhaite montrer que p est somme de deux carrés. On note

X = {(x,y,z) eN? : X2+4_yZ:p}_
On pose alors / : X — X définie par
(x+2z,z,y—-x—-2z)six<y-z
(x,y,2)— 9§ Qy—x,y,x—y+2z)siy—z<x<2y
(x=2y,x—y+2z,y)six>2y.

Vérifier que / est bien définie et est une involution, c’est-a-dire que / o / = Idx. En déduire une action de Z /27 sur X.
Montrer que / a un unique point fixe.

Etablir que | X| est impair.

AN

Montrer que l'application j : X — X définie par j(x, y, z) = (x, z, y) est une involution et en déduire qu’elle admet un point fixe.
Conclure!



