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ALGEBRE - INTERROGATION |

EXERCICE 1. Enoncer et démontrer le théoréme de factorisation pour un morphisme de groupes finis f : G — G’. Rappeler le lien entre #Ker(f)
et celui de #Im(f).

SOLUTION. Soient G et G’ deux groupes ainsi que f : G — G’ un morphisme de groupes. On a alors que f passe au quotient en un
isomorphisme
f : G/Ker(f) — Im(f).

En effet, par le cours, Ker(f) est un sous-groupe distingué de G et f : G — Im(f) est surjective par définition. On note alors 7 : G —
G/Ker(f) la surjection canonique qui est un morphisme de groupes. On pose alors

f-{ G/Ker(f) —> Im(f)
| one) o f(e).
L'application est bien a valeurs dans Im(f) et est bien définie car si 7(g) = n(g’), alors il existe un élément h € Ker(f) telque g = g’h

de sorte que f(g) = f(g’)f(h) (car f est un morphisme de groupes) et puisque h est dans le noyau, f(g) = f(g’). On a alors que f est
surjective par surjectivité de f a valeurs dans Im(f). On a un morphisme de groupes car pour tous g,g" € G ona

F(n(g)n(g) =Ff(n(gg’)) =f(gg’) =f(g)f(g') = Ff(n(g)f(n(g"))

car 7 et f sont des morphismes de groupes. Enfin, f(7(g)) = e implique que f(g) = e soit g € Ker(f) et m(g) = m(e) ce qui établit
linjectivité. On a donc obtenu que f est un isomorphisme de groupes et en particulier

#(G/Ker(f)) = #im(f) soitsi G estfini #G = #Ker(f) X #im(f).
EXERCICE 2. Soient p un nombre premier et n un entier naturel tels que p > n. On considére G un groupe d’ordre pn et H un sous-groupe
de G d’ordre p.
1. Justifier que H est un p-Sylow de G.

2. Démontrer que H est un sous-groupe distingué de G.

SOLUTION.
1. Comme p t n, par définition, un p-Sylow de G est de cardinal p et H est un p-Sylow.
2. Les théorémes de Sylow fournissent que, si n, dénote le nombre de p-Sylow de G, n, = 1 (mod p) et n, | n. Mais, puisque n < p, on
a que tout diviseur d # 1 de nvérified < petd = d # 1 (mod p) de sorte que nécessairement, n, = 1 et comme tous les p-Sylow
sont conjugués, cela implique que l'unique p-Sylow est distingué. Comme H est un p-Sylow, on obtient le résultat!
EXERCICE 3.

1. Soient n un entier naturel plus grand que 2 et ¢ : S, — {£1} un morphisme de groupes. Montrer que toutes les transpositions ont
la méme image et décrire tous les morphismes ¢ possibles.

2. Rappeler ce que vaut Z(S3) et donner une partie génératrice de S3. Montrer que

£ S3 — Aut(S3)
| o +— [ opc]

est un isomorphisme de groupes.

2. Décrire toutes les actions de groupes de Z/7Z sur S3 par automorphismes.
On rappelle que si G et X sont deux groupes et que G agit sur X, on dit que G agit sur X par automorphismes si pour tout g € G,
X — g+ x estun automorphisme de X.

3. Soient n un entier naturel supérieur ou égala 2 et nq, ..., ng des entiers naturels non nuls tels que n = n1 +ny +- - - + ng. En utilisant
le théoréme de Lagrange pour un sous-groupe bien choisi, montrer que

k
]—[(n,-)! | .
i=1
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SOLUTION.

1. Soit ¢ un tel morphisme et 7 une transposition. On suppose que @ (7) = € pour € € {£1}. On sait alors que toutes les transpositions
de G, sont conjuguées” et ainsi si 7’ est une autre transposition, il existe o € S, tel que T’ = oto~". On a alors (puisque @ estun
morphisme de groupes et que le groupe d'arrivée est abélien)

@) = p(0)p(D)e(0) ' =p(a)p(o) p(1) = (7).

Ainsi soit ¢ (7) = 1 pour toutes les transpositions mais alors puisque les transpositions engendrent S, il vient que pour tout o € S,
@ (o) = Toup(7) = —1 pour toutes les transpositions mais alors puisque les transpositions engendrent S, on obtient que pour tout
o € G, (o) vaut (—1)" ot r est le nombre de transpositions dans la décomposition de o en produit de transpositions. On reconnait
alors la signature!

2. On rappelle? que pour tout n > 3, Z(S,)) = {e}. Notons i, : S3 — S définie par iz (4) = ouo~'. On a alors que f est un
morphisme de groupes car pour tous 0,0’ € S3,0na

Ve Gs, f(o'o)(u)=(c'o)u(c’o) =c’ouc™ o’

tandis que
1

iy 0 g ([) = iy (0;10'_1) =o'opc'o'"
ce qui montre bien que f(o’c) = f(o’) o f(0o). Par ailleurs, c € Ker(f) si, et seulement si, iy = Id soit si, et seulement si,
pour tout 4 € S3, ouc™! = psoit op = po et o € Z(S3) = {e}. On en déduit que f est injective. Enfin, on sait que S est
engendré3 part = (12) et o = (123). Or, un automorphisme de groupe envoie un élément d’ordre d sur un élément d’ordre d.
Ainsi, un automorphisme de ©3 est déterminé par 'image de 7 (qui doit étre un élément d’ordre 2 donc une transposition, ce qui
laisse 3 choix) et par l'image de o (qui doit étre un élément d’ordre 3 donc une 3-cycle, ce qui laisse 2 choix). Finalement, on en
déduit que #Aut (S3) < 6 mais on a obtenu un morphisme de groupe injectif d’'un groupe de cardinal 6 dans Aut (S3). Il s'agit donc
nécessairement d'un isomorphisme et #Aut (S3) = 6.

3. Celarevienta dénombrer les morphismes de groupes g : Z/7Z — Aut(S3;) = S3. Mais comme Z/7Z est cyclique, un tel morphisme
est déterminé par l'image de la classe de 1 qui doit étre un élément de Aut (S3) d'ordre divisant 7. Par Lagrange, puisque le cardinal
de S3 est premier a 7, cela impose que cet ordre soit 1 et que g(T) = Id et g est trivial. IL n'y a donc que l'action triviale k-o=0 pour
keZ|1Zeto € Gs.

4. Onpartitionne{1,...,n} = N1UNyU---LUNgou Ny = {1,...,n1},N2 = {n1+1,...,n1+n2},...,Nk = {1+n1+~~~+nk_1,...,n}

qui sont respectivement de taille nq, ny, ..., ng. On prend alors 'ensemble des permutations o € S, qui stabilisent chacun des N;.
k

On vérifie immédiatement qu’il s'agit d’'un sous-groupe de S, isomorphe a l_[ ©p; et on conclut par le théoréme de Lagrange!

i=1
EXERCICE 4.

1. Soient p un nombre premier, G un p-groupe et X un ensemble fini sur lequel G agit. On note
X%:={xeX:VgeG, g x=x}.
Montrer que |XG| = | X| (mod p).

2. Que pouvez-vous en déduire si | X| n’est pas divisible par p?

La suite de l'exercice est un bonus a traiter uniquement si vous avez terminé le reste! On considére p un nombre premier congru a 1 modulo
4 et on souhaite montrer que p est somme de deux carrés. On note

X = {(X,y,z) eN?: x2+4yz=p}.
On pose alors i : X — X définie par
(x+2z,z,y—-x—-2z)six<y-z
(x,¥,2)—{ Qy—-x,y,x—-y+2z)siy—z<x<2y
(x=2y,x—y+z,y)six>2y.

3. Vérifier que / est bien définie et est une involution, c’est-a-dire que / o / = Id x. En déduire une action de Z /27 sur X.

4. Montrer que / a un unique point fixe.

1. Voir Uexercice 4 du TD sur les groupes, cela découle du fait que deux transpositions ont le méme type de décomposition en produit de cycles a supports disjoints.
2. Je vous renvoie au premier TD, exercice 4 derniére question pour une démonstration.

3. Pour le voir, il suffit de reprendre U'exercice de classification des groupes d’ordre 6. Mais de facon plus générale, S, est engendré par (12) et (123 - - - n).Je vous renvoie
par exemple au Perrin pour cela. Attention que cela ne fonctionne pas avec n'importe quel transposition et n'importe quel cycle! Par exemple, vous pouvez démontrer (c'est un
classique a l'oral de l'agreg!) que si 1 < a < b < n, alors S, est engendré par (a b) et (123 - - - n) si, et seulement si, pged(b — a,n) = 1.
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5. Etablir que | X| est impair.
6. Montrer que l'application j : X — X définie par j(x, y, z) = (x, z, y) est une involution et en déduire qu’elle admet un point fixe.
Conclure!
SOLUTION.
1. On note Q I'ensemble des orbites. On utilise 'équation aux classes et on sépare les orbites selon celles de cardinal 1 et les autres

X = > ol =X+ > .

weQ weQ
|lw|>1

On sait alors que |w| = |G|/|Stabg(xy)| pour tout x,, € w. Pour une orbite de cardinal au moins 2, on a que |G|/|Stabg(x,)| est
un diviseur de |G| différent de 1. Comme G est un p-groupe, cela implique que pour tout orbite w € Q telle que |w| > 1,0n a
p | lw| = |G|/|Stabg(xy)|. On a alors en passant modulo p le résultat voulu!

2. Sip 1 |X|, alors | X| £ 0(mod p). Il vient que X # @.

3. On peut commencer par constater que puisque p = 1 mod 4, il existe z entier tel que p = 1 + 4z et ainsi (1,1,z) € X qui est
non vide. On a également que X est fini car yz # O car p n'est pas un carré et ainsi x, y, z < p. Noter qu'on a également toujours
Yy —z<2yetquex # y — zsinon
2 2
p=(y-2)°+4yz=(y+2)
ce qui est absurde et x # 4y sinon p = 4y (y + z) ce qui est absurde. On a donc bien une disjonction de cas exhaustive et il suffit de
vérifier que

(x+22)2+4(y—x—2)z = xX’+4yz = p, (2y—x)?+4(x—y+2)y = x’+4yz =p, (x-2y)°+4(x—y+2)y = x’+4yz = p.
Ainsi, i est bien définieetsionpose £y = {(x,y,z) e X : x<y—-z},Eo={(x,y,z2) € X : y—z < x <2y}et
Es={(x,y,z) e X : 2y < x},

on constate que / échange E; et E3 et stabilise E5. On vérifie alors par le calcul quesi x < y—z,alorsi(x, y,z) = (x+2z,z, y—x-z) =
(X,Y, Z) avec
X>2Y & x+2z>2z < x>0.

On aalors
ioi(x,y,z2)=(X=2Y, X=-Y+Z,Y)=(x+2z-22z,x+2z—z+y—-x—2,2) = (x,¥,2).

On traite tous les autres cas de la méme facon et on a bien que / est une involution. On définit alors l'action suivante
Vk € Z/2Z,¥(x,y,z) € X, k-(x,y,2)=i%(x,y,z).

On vérifie que cette action est bien définie et est bien une action de groupe.

4. Un point fixe est donc nécessairement dans E. On cherche donc un triplet qui vérifie y —z < x <2y, p = x> +4yzetx =2y — x,
Z=Xx—-—y+z.0nadoncx = yetp = y(y+4z).Par primalité de p, cela implique x = y = lToux = y = pmaissix = y = p,
1 = p + 4z avec z non nul ce qui est absurde. Ainsi (x, y,z) = (1,1, z) avec p = 1 + 4z ce qui fournit bien une unique solution
puisque p = 1 (mod 4).

5. Posons G = Z/27Z. On constate que / a un point fixe si, et seulement s'il existe (x, y, z) € X tel que i(x, y, z) = (x, y, z) soit tel
que 1. (x,y,2z) = (x,y,z).0n cherche donc un élément de X6 (puisqueT~ (x,y,z) = (x,y, z) esttoujours vérifié). Par la question
2. et la question précédente, il vient que |XG| =1 # 0(mod 2) et par conséquent | X| = 1 (mod 2).

6. On vérifie immédiatement qu'il s'agit d’une involution. Comme | X| est impair, il vient de la question 2. qu’elle admet un point fixe (car
elle donne lieu a une action de Z/2Z sur X comme ci-dessus). Un tel point fixe est un triplet (x, y, z) € X telque (x, y,z) = (x,z,¥)
soit de la forme (x, y, y) avec p = x2 +4yz = x?> +4y? = x% + (2y)? et on a bien obtenu que p s'écrit comme somme de deux
carrés!

Cette démonstration est due au mathématicien Don Zagier et parue en 1990. La preuve usuelle (et classique au programme de 'agrégation)
est en général celle du Perrin utilisant les propriétés de 'anneau Z[/]. Mais pour cela, rendez-vous au TD 2!



